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Milnes Device

1 Vorbereiten

v =f(z,y), x€l(abd), yla)=n (AWP)
k k
Y ynsi=hd Bifaris, =1, ag+5 #0 (LMM)
j=0 Jj=0

Satz 1: Sei f(z,y) stetig und V(z,y) € D = {(z,y)]a <z < b,—oc0 < 0o} Sei L € R, so daBl
gilt:

1f(z,y) = fl@y) = Ly -y V(z,y) (z,y") €D
Dann existiert eine Losung fiir das AWP. Diese Losung y(x) ist sogar stetig und differenzier-

bar.

Definition 1: Unter den Vorraussetzungen von Satz 1 ist das LMM konvergent zur Losung
des AWP, wenn gilt:

}llin%) Yn = y(xp) Vx € [a,b], Yyo=n

nh=x—a

2 Ein Vergleich zwischen expliziter und impliziter Methode

Frage: Explizite Methode und Implizite Methode, welche besser?

Table 1

Adams-Bashforth(explicit)
k 1 2 3 4
P 1 2 3 4

1 5 3 251
Cpv1 3 13 B 0
a 2 -1 -f =3
Adam-Moulton(implicit)
k 1 2 3 4
P 2 3 4 5

1 1 19 3

Cp+1 —13 —21 ~70 " I6o0
e —oo -6 -3 — 2—9

k : Anzahl der Schritte; p: Ordnung; Cpy1 : Fehlerkonstant; (o, 0) : Stabilitétsintervall

Fazit: Implizite Methode besitzt sowohl kleinere Fehlerkonstant als auch grofleres Stabili-
tatsintervall. Deshalb ist Implizite Methode besser als Explizite Methode.



3 Priadiktor-Korrektor-Methode

Gleichung der Allgemeine Lineare Mehrschrittmethode(LMM)

k—1 k—1
Utk + D Ynts = WS (Tniks Ynsk) + 1> Bjfus (1)
j=0 j=0
wobei Y4, fuyj,j = 0,1,...,k — 1, sind bekannt.

Die Gleichung ist im Allgemein nicht linear. Sie hat eine eindeutige Losung fiir y,,4%, man
kann sie durch die folgende Iteration beliebig néhren

[s+1]
Terk Z QjlYntj = hﬁkf($n+k7 yn+k +h Z ﬁjfn-‘,—j s=0,1,... (2)
j=0 7=0

[0]

wobei y, '\, ist beliebig,zwar unter folgende Bedingung

1

Obwohl die Startwert y[] beliebig sein kann, sollen wir eine moglich genaue Startwerte
nehmen, damit wir wenig mal iterieren miissen. Da die Iterationen sind Zeit aufwendig. Des-
[0]

halb kénnen wir die Explizit-Methode anwenden, um die Startwerte v, , zu gewinnen. Die
Explizit-Methode heifit hier Priadiktor, und die implizit-Methode heifit Korrektor.

Wir kénnen das Verfahren in zwei verschiedenen Wege durchfiihren:

(1) Setzen wir eine Fehlerschrank e. Wenn |y, +k] -y, +k] < €, dann akzeptieren wir die yif_tkl]
als die Losung. Diese Methode heifit Korrektur zur Konvergenz. In dieser Methode kénnen
wir nicht vorhersagen, wie viele Schritte benétigt sind.

(2) Setzen wir eine feste Iterationsanzahl m, die wir in dem Korrektor anwenden méochten.
Hier werden wir eine standarde Notation einfiithren:
P: Pradictor anwenden; C: ein mal Korrektor anwenden; E: f bewerten

z.B PEC bedeutet, wir brechen zuerst y}ﬂk vom Prédiktor(P), danach bewerten wir fg Tk
(1]

durch f e = f(:anrk,y?ﬂk)(C) dann brechnen Wit Y1
1
PECE bedeutet, danach PEC noch mal f ok = f($n+k>y7[z4]-k) berechnen.
P(EC)™E bedeutet, nach ein mal Priadiktor anwenden, fithren wir m mal E und durch, da-

nach ein mal f[+]k = f(Tnik, y,[ﬁ]k)

Wir definiere den Prédiktor mit den charakterischen Polynomen

k k—1
Q)= a5, aj=1, ") =) B (4)
j=0 Jj=0
und Korrektor mit
k k
=Y ;¢ ar=1, o)=Y B (5)
j=0 j=0

Dann schreiben wir P(EC)™E und P(EC)™ fir m = 1,2, ...:
P(EC)™E



yn+k+zay7[ﬁ]a - hzﬁj 7[1774:]3’

5—0,1,..., —1:

Pl = F@nro i),
s+1 m
L—tk] + Zajyn—‘r] = hlkan+k + hZﬁ] T[H-]]?

P(EC)™:

k—1
0 m % plm—
Hk*ZO‘yLJj = Yy Bifa
=0

s:o,l,... m—1
fn+lc = f<33n+kay1[f]+k)
E:éwzajy?&"ﬂj = hBuf,ls) +hZﬂg tm1l, (7)

4 der lokale Abschneidefehler von Pradiktor-Korrektor Me-
thode: Milne’s device

Definition 2: Definieren wir jetzt Linearer differenzenperator L

k
Lly(z);h] =Y lagy( + jh) — hBsy/ (x + jh)] (8)
j=0

wobei y(x) eine beliebige stetig differenzierbare Funktion auf dem Intervall [a,b] sei.

Taylorreihe von L[y(x); hjlumdenEntwicklungspunktx :
Lly(z); h] = Coy(x) + C1y/ (2)h + ... + Cyyy D (z)h? + ... 9)

setzt man y(z + jh) := yp4; und ¢'(x + jh) := foyj = f(Tntj, Ynts) €in, so wird £ = 0. Das
folgt direkt aus der Definition von £

Setzt man hingegen die echte Losung y(x) ein, so ist natiirlich im allgemeinen £ # 0,

aber man kann fordern, das die ersten p Terme der Taylorreihe verschwinden, damit £
Cpr1y P (2) P + O(hPH2) gilt.

Definition 3: Das Verfahren LMM ist von der Ordnung P, wenn in (9) gilt: Cp = C; =
Cp=0, Cp1#0

Definition 4: L[y(x,);h| heifit lokale Abschneidefehler bei x,, 1, wenn y(x) die echte Lo-
sung ist.




Wir definiere hier P fiir Pradiktor, C fiir Korrektor, lokale Abschneidefehler £* und £, Ord-
nung p* und p, Fehlerkonstant C. ., und Cp1q von jeweils.

Nehmen wir an, dass die vorherige numerische Lésungen bei z,4;,7 = 0,1,...,k — 1 sind
exakt, und die theoretische Losung y(x) sind genug ableitbar. Wir werden sehen:

Lr[y(@); h] = Cpe By (2) + O(h"+2)

10
Lly(x); B] = Cppah? 1y (@) + O(hP*?) 1o
Wegen der Gleichung fiir Ordnung p
y(xn-‘rk‘) — Yn+k = Op+lhp+1y(p+1)(xn) + O(hp+2) (11)
bekommen wir fiir Pradiktor
Y(Tnir) — yEJ]rk _ C;*thurly(purl)(x) O +2) (12)
Fiir Korrektor bekommen wir:
k k
Z oy (Tntj) = hZ/ij(wn-i-ja Y(Tn+j)) + Lly(zn); Al (13)
j=0 j=0
und aus (6) und (7) bekommen wir:
7[7:9—:_.13 Za]yn—l-] _hﬂk [S] +h2ﬂ] 7[1?-375] 820,1,._,7777,— 17 (14)
7=0
wenn es in P(EC)™E Methode ist, t = 0; wenn es in P(EC)™ Methode ist, t = 1.
(13) - (14):
Y(@nir) = vin = B @nins y(@nn)) = F@arns vin)] + Lly(wa); B
8f(xn ks> Tin k,s) S
= W ik — ) + Lly(a);
s=0,1,...m—1, (15)
Nntk,s ist ein Wert zwischen yr[ﬂrk und y(,4)
Fall 1: p*>p
Setzen (12) in (15) mit s = 0 und nach (10)
Y(@oir) = Uiy = CprahPHy D (@) + O(RP*?) (16)
Daraus finden wir successive mit Hilfe von (15) fiir s = 1,2, ...
Y(wrik) = Yooy = Cppr Ry (@) + O(RF2) (17)

Wir sehen, wenn p* > p ist, fiir m > 1 ist der lokale Abschneidefehler von der Priadiktor-
Korrektor-Methode ist allein die Ordnung vom Korrektor.

Fall 2: p*=p—1
Setzen wir (12) in (15) mit s =0

f

Y(Tnik) — yn+k [ﬂk )(xn) + Cp+ly(p+l)(xn)]h(p+l) + O(hp+2) (18)



Wir sehen, bei m = 1 ist die Ordnung vom lokalen Abschneidefehler gleich von dem Korrektor.
Aber sie sind nicht identisch.
Successiv bekommen wir fir m > 2

Y(@nir) — Y = Coat P (@) + O(RPF?) (19)

Also, die Ordnung vom lokalen Abschneidefehler fiir m > 2 ist wieder gleich wie vom Kor-
rektor.

Fall 3: p*=p—2
Setzen wir (12) im (15) mit s = 0, bekommen wir

of . _
Y(Tpir) — yﬂk = gkagcplhpy(p 1)(%) 4 O(hp+1) (20)

Wir sehen hier ist der lokale Abschneidefehler eine Ordnung nieriger als der Korrektor.
Analog substituieren wir (15) mit m = 2, bekommen wir

0 . _
y(@npr) — v, = [ kaifc,,_lyp Yxn) + Cppry® VD ()] + 0% (21)

Wir sehen, der lokale Abschneiderfehler hat gleiche Ordnung wie der Korrektor, aber sie sind
nicht identisch.
Weiter fiir m > 3

(@) =yl = Cpat Py () + O(WPF2) (22)

Die Ordnung vom lokalen Abschneidefehler ist wieder gleich vom Korrektor.

Fazit:
Wenn p* > p, die Ordnung von dem Lokalen Abschneidefehler ist gleich der Korrektor.
Wenn p* =p —q,0 < g < p, dann ist der Algorithmus vom lokalen Abschneidefehler ist

1. wenn m < ¢ + 1, ist allein von dem Korrektor.
2. wenn m = ¢, ist wie von dem Korrektor, aber nicht identisch.
3. wenn m < q — 1, dann hat die Form KhP—4tm+l 4 Q(pp—a+tm+2)

Wir konnen sehen, der lokale Abschneidefehler bei der Korrektur zur Konvergenz ist gleich
von dem Korrektor, und unabhingig von dem Pradiktor.

Von oben kénnen wir sehen, dass p* > p wenig bringt. Es kostet unnétiger grofien Aufwand.
Aber es ist vielleicht sinnvoll, wenn wir p* = p—m > 0 nehmen. Aber eigentlich ist es besser,
wenn wir px = p nehmen. Da bei Berechnung vom lokale Abschneidefehler miissen wir nicht
die hohe Ableitung von y(z) berechnen. Diese Technik heifit Milne’s device.

Nehme wir an p*x = p, aus (17), dann

Cpra By P () = y(prs) — ylo, + O(WPH?) (23)
und aus (12)
Y(Tnik) — yr[?J]rk = C;*+1hp*+1y(p*+l)(x) + O(hp*+2) (24)
(24) - (23)
(Coiy = Cpa) WPy () = M — L 1 o(rt?) (25)

5



Danach folgt aus (25)

C m
Cpah? 1y () = P (0, — e [0]) (26)
p+1 p+1

Der Term O(hP*2) ist ignoriert.

(26) ist oft benutzt, um die Genauigkeit von Pradiktor und Korrektor verbessern. Aus (26)
bekommen wir leicht den geschétzten lokale Abschneidefehler vom Prédiktor, es ist

c* m
o Py (5, = e p_“ (yLH_}k _ yﬂk) (27)
p+1 p+1

[m]

Wir kénnen die Gleichung (27) noch nicht benutzen, da y ist bis jetzt unbekannt. Aber

wir wissen e
C;th“y(p“)(xn) — C;+1hp+1y(p+1)(xn_1) + O(hp+2)
- C—O@“’” “unbe ) HOPR) - (28)
Wegen der Gleichung (11)
Y(@nik) = Yoik = Cprt Py (2,) + O(RPF?) (10)
herausfolgt .
yﬂk = yﬂk + I&(kaq - yﬂk_ﬁ (29)

Der Schritt heifit Modifier, und wir notizen ihn als M.

Aus (26) konnen wir auch bekommen

N Cpi1

yn+k - yn+k + *

m 0
m (ylwr]k - yuk) (30)

Die Modifiziere Schritte (29) und (30) kénnen wir auch in Methoden P(EC)™E, P(EC)™
hinzufiigen. Also notizen wir PM(EC)™E und PM(EC)™M. sie kénnen auch in Korrektur
zur Konvergenz Mode hinzufiigen.

Beispiel 1: Priadiktor P und Korrektor C sind von folgenden Charakteristische Polynom
definiert

* X 4
P PO = ¢t o"(O) = 526" = & +20)
9 1 3
C: PO =C =2+ g o(Q) = (¢ +2 = ¢)
Wir wissen schon, dass P und C haben die gleiche Ordnung 4, und C7 = %, Cs = —%. Aus
(26) bekommen wir

. 112, 1
C5h5y(5)(xn+k)%_7<y[ ] —Z/[O] )

121 n+k n+k
9 m 0
Csh5y® (zpan) ~ —ﬁ(yll =)



P(EC)E Mode:

P yffh yg] ( f fn+2 + 2fn+1)
E: fn+4 = f($n+4a ZJLJ]A)

C: ?JEJ]A - gng]r?) T3y 7[LIJ]r1 = (fn+4 + 2f[+3 + fn+2)
E: 1= f(xn+4, Unta)

M(EC)ME Mode:

P yﬂzl g = ( fn+3 fm +2fﬂ1)
M : Z/,[ﬂ_zl = ?JE)J]A + Ei( SJ]F?; - yﬂ_g)
E fn+4 = f($n+4= ?JLLL)
c: k= itk + il = SO 2+ 7l
M : i, = yLL; ~ o1 (s — L)
E: fn+4 = f(Tn+4, y1[1—]s—4)
Beispiel 2: P und C sind gleich wie Beispiel 1, 16sen die AWA 3/ = —10(y — 1)2,

y(0) =2

im Intervall 0 < z < 0.2 mit Schrittgrofie 0.01. Vergleichen Sie (1)Korrektur zur Konvergenz,
(2)PECE Mode und (3)PMECME

Die theoretische Losung ist y(xz) = 1+ 1/(1 + 10z). In der Korrektur zur Konvergenz Mode

akzeptieren wir bis |y[5+1] — yr[ﬂrk\ <107?
Table 2
Errors x10°
Korrektur zur Konvergenz PECE PMECE
X Actual error Estimated error Actual error Estimated error Actual error Estimated error
0.04 0.68 1.02 1.41 1.07 1.41 1.07
0.06 1.38 0.50 3.01 0.65 1.88 0.54
0.08 1.58 0.28 3.66 0.44 1.85 0.27
0.10 1.54 0.15 3.66 0.25 1.68 0.13
0.12 1.41 0.08 3.39 0.13 1.49 0.07
0.14 1.26 0.04 3.04 0.07 1.31 0.04
0.16 1.12 0.02 2.69 0.04 1.15 0.02
0.18 0.99 0.01 2.38 0.02 1.02 0.01
0.20 0.88 0.01 2.11 0.01 0.90 0.01




