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Anwendungen des Residuensatzes in der reellen Analysis

Hilfssatz 1. Für alle im Intervall I = [a, b] ⊂ R positive stetige Funktionen u(z), v(z) gilt
die Ungleichung:

∫ b
a u(z)v(z)dz ≤ maxz∈I |u(z)|

∫ b
a v(z)dz.

Hilfssatz 2. (Standardabschätzung für Integrale) Es sei γ ein Integrationsweg und f
eine auf γ([a, b]) stetige Funktion. Dann gilt: |

∫
γ f(z)dz| ≤ L(γ) ·maxz∈γ([a,b]) |f(z)|.

( Für jeden stetig differenzierbaren Weg γ : [a, b]→ C, t→ z(t) = x(t) + iy(t), heißt das
Integral L(γ) =

∫ b
a |z
′(t)|dt =

∫ b
a

√
x′(t)2 + y′(t)2dt die Länge von γ. )

Wir betrachten uneigentliche Integrale vom Typ∫ ∞
−∞

g(x)eiαxdx, mit α ∈ R

Satz 1. Sei g bis auf höchstens endlich viele Punkte, von denen keiner reell ist, holomorph
in C. Es sei limz→∞ g(z) = 0. Dann gilt

∫ ∞
−∞

g(x)eiαxdx =


2πi

∑
w∈H

Resw(g(z)eiαx), falls α > 0

− 2πi
∑
−w∈H

Resw(g(z)eiαx), falls α < 0

wobei H die obere Halbebene ist.

Bemerkungen:

1. Integrale von diesem Typ heißen Fourier-Transformationen von g (als Funktionen von a).

2. Die Limesbedingung limz→∞ g(z) = 0 des Satzes ist für jede rationale Funktion g erfüllt,
deren Nennergrad größer als ihr Zählergrad ist.

3. Mit Satz 1 lassen sich auch
∫∞
−∞ g(x) cosαxdx und

∫∞
−∞ g(x) sinαxdx bestimmen. Setzt

man voraus, dass g reelle Werte auf R hat, so folgt aus dem Satz 1 wegen cosαx = Re eiαx,
sinαx = Im eiαx sofort:

∫ ∞
−∞

g(x) cosαxdx = Re
∫ ∞
−∞

g(x)eiαxdx = −2π Im
∑
w∈H

Resw(g(z)eiαz), falls α > 0

∫ ∞
−∞

g(x) sinαxdx = Im
∫ ∞
−∞

g(x)eiαxdx = 2πRe
∑
w∈H

Resw(g(z)eiαz), falls α > 0

Entsprechend erhält man Gleichungen für den Fall α < 0.
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Beispiele:

(1)
∫ ∞
−∞

xe2ix

1 + x2
dx = πie−2

(2)
∫ ∞
−∞

cosx
x2 − 2x+ 2

dx =
π cos 1
e

(3)
∫ ∞

0

xsinx

x2 + a2
=

π

2ea
mit a > 0

Wir betrachten uneigentliche Integrale der Form∫ ∞
0

xλ−1R(x)dx, λ ∈ R, λ /∈ Z, λ > 0

Dabei sei R = P/Q eine rationale Funktion, P und Q also ganz rational. Q habe keine
Nullstellen auf R+. Ferner sei R(0) 6= 0 und limx→∞ x

λ|R(x)| = 0 (dies ist äquivalent zu
Grad(Q) > λ+Grad(P )).

Satz 2. Unter den obigen Vorraussetzungen gilt∫ ∞
0

xλ−1R(x)dx =
π

sinλπ

∑
a∈C+

Res(f ; a)

wobei f(z) = (−z)λ−1R(z) für z ∈ C+ := C− R+.
( Hier ist (−z)λ−1 := exp ((λ− 1) Log(−z)) mit dem Hauptwert des Logarithmus definiert.
Aus z ∈ C+ folgt −z ∈ C−, die Funktion f ist also analytisch in C+ )

Korollar. Es sei R(x) eine rationale Funktion, die keine Pole auf der positiven reellen
Achse (einschließlich des Nullpunktes) hat; der Nennergrad von R(x) sei größer als der
Zählergrad von R(x). Dann gilt∫ ∞

0
xλ−1R(x)dx = −πe

−πiλ

sinλπ

∑
a∈C+

Res(zλ−1R(z); a) (∗)

für alle λ ∈ R mit 0 < λ < 1 .

Beispiele:

(1)
∫ ∞

0

xa−1

x+ eiϕ
dx =

π

sinπa
ei(a−1)ϕ, a ∈ R, 0 < a < 1, −π < ϕ < π

(2)
∫ ∞

0

xa−1

1 + x
dx =

π

sinπa
, a ∈ R, 0 < a < 1

(3)
∫ ∞

0

xm−1

xn + eiϕ
dx =

π

n
(sin

m

n
π)−1ei(m/n−1)ϕ, 0 < m < n, −π < ϕ < π

(4)
∫ ∞

0

xm−1

1 + xn
dx =

π

n
(sin

m

n
π)−1, für alle m,n ∈ N, 0 < m < n

(5)
∫ ∞

0

xm−1

x2n + 2n cosϕ+ 1
dx =

π

n

sin (1−m/n)ϕ
sin m

n π sinϕ
, 0 < m < n, −π < ϕ < π
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