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Anwendungen des Residuensatzes in der reellen Analysis

Hilfssatz 1. Fiir alle im Intervall I = [a,b] C R positive stetige Funktionen u(z), v(z) gilt
die Ungleichung: ffu(z)v(z)dz < max,eg |u(z)| f: v(2)dz.

Hilfssatz 2. (Standardabschitzung fiir Integrale) Es sei v ein Integrationsweg und f
eine auf y([a, b]) stetige Funktion. Dann gilt: |f7 f(2)dz] < L(v) - max ey (o) | F(2)]-

( Fiir jeden stetig differenzierbaren Weg ~ : [a,b] — C, t — 2(t) = x(t) + iy(t), heifit das

Integral L(y) = [ |2/(t)|dt = [ \/2'()2 + y/()2dt die Linge von 7. )

Wir betrachten uneigentliche Integrale vom Typ

oo
/ g(x)e"**dz, mitaeR
—0o0

Satz 1. Sei g bis auf hochstens endlich viele Punkte, von denen keiner reell ist, holomorph
in C. Es sei lim,_,» g(z) = 0. Dann gilt

2mi Z Res,, (g(2)e'?), falls « > 0
/ g(z)e*dr = weH }
—o0 — 2mi Z Resy (g(2)e" ), falls « < 0
—weH

wobei H die obere Halbebene ist.
Bemerkungen:
1. Integrale von diesem Typ heiflen Fourier-Transformationen von g (als Funktionen von a).

2. Die Limesbedingung lim,_,, g(z) = 0 des Satzes ist fiir jede rationale Funktion g erfiillt,
deren Nennergrad grofler als ihr Zéhlergrad ist.

3. Mit Satz 1 lassen sich auch [ g(x)cos azdz und [%_ g(x)sin azdz bestimmen. Setzt

man voraus, dass ¢ reelle Werte auf R hat, so folgt aus dem Satz 1 wegen cos ax = Re e*?,

sin vz = Im €*** sofort:

/ g(x) cosaxdr = Re/ g(x)e**dr = —2r ITm Z Res, (g(2)e'®?), falls a > 0

> > weH

/ g(z) sinaxdr = Im/ g(x)e*®dzx = 2w Re Z Resy (9(2)e'?), falls a > 0

—o° weH

Entsprechend erhélt man Gleichungen fiir den Fall oo < 0.



Beispiele:

00 29w
(1)/ Y6 e = mie?

oo 14 a2
(2)/00 : CcoS T dxzwcosl
oo T2 — 2242 e

® rsinx s )
(3)A m = ﬁ mit a > 0

Wir betrachten uneigentliche Integrale der Form

/ 21 R(z)dz, ANeER, A¢Z, A>0
0

Dabei sei R = P/Q eine rationale Funktion, P und Q also ganz rational. Q habe keine
Nullstellen auf R, . Ferner sei R(0) # 0 und lim, ., 2*|R(x)| = 0 (dies ist dquivalent zu
Grad(Q) > A+ Grad(P)).

Satz 2. Unter den obigen Vorraussetzungen gilt

/OO 2 IR(z)dx = T Z Res(f;a)

~ sin A
0 acCy

wobei f(z) = (—2)* " 'R(z) fiir z € C, :=C — R,.
( Hier ist (—2)* ! := exp ((A — 1) Log(—2)) mit dem Hauptwert des Logarithmus definiert.
Aus z € C; folgt —z € C_, die Funktion f ist also analytisch in C;. )

Korollar. Es sei R(x) eine rationale Funktion, die keine Pole auf der positiven reellen
Achse (einschliefllich des Nullpunktes) hat; der Nennergrad von R(x) sei grofer als der
Zahlergrad von R(z). Dann gilt

—TiA

/oo P IR(z)dr = — 2 > Res(z*"'R(2);a) (*)

0 sin Am
acCy

firalle \e Rmit0< A< 1.

Beispiele:

[e¢) xa—l T )
(1)/ x—l—ewdw:mel(a_l)w’ a€eR, O0<a<l, —-—7wT<p<nw
0 s

oo ,.a—1
(m/ T dr=-—"—, a€eR, O<a<l
0

1+2x sinma’

o] xmfl T m )
(3)/ mdlE = Z(Sil’l Eﬂ')_lel(m/n_l)tp, 0<m< n, - < %) <7
0

oo ,.m—1
(4)/ :C dz = E(sin @W)—17 fir allem,neN, 0<m<n
o 1+z" n n

> aml msin (1l —m/n
(aA dp = Tsin(l —m/n)p

r=—r—""" 0<m<n, -T<@e<T
x4+ 2" cosp + 1 n sinZrsing ’ v
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